HG
Revidert april 2011

Oversikt over konfidensintervall i Econ 2130

Merk at denne oversikten ikke er ment & leses istedenfor framstillingen i Lovas, men som et supplement. Lovas inneholder mange verdifulle
kommentarer og eksempler.

1 Generell innledning med noen presiseringer og et regneeksempel

La @ vare en ukjent parameter (populasjons-sterrelse) i en statistisk modell. Uttrykket “ukjent parameter” betyr at den “sanne” verdien av 6 1
populasjonen er ukjent. Nar vi setter opp en statistisk modell (som representerer populasjonen vi trekker data fra og trekningsprosedyren), antar
vi 1 utgangspunktet at modellen er sann for en viss (ukjent) verdi av parameteren 6 og usann for alle andre verdier. Anforselstegnene rundt
“sann” ovenfor skyldes at begrepet sann parameterverdi kun gir god mening i relasjon til populasjonen dersom forutsetningene som er foretatt 1
modellen er realistiske forutsetninger om populasjonen og maten data er trukket pa.

La @ vere en aktuell estimator for 6, og SE =SE (é) stér for en eller annen estimert versjon av standardfeilen til 6. (Husk (NB!) at hvis 0 er

forventningsrett, er standardfeilen til 6 ikke noe annet enn standardavviket til é, nemlig xlvar(é) 2



Det viser seg at alle konfidensintervall (KI) i pensum (inklusivt regresjonsanalysen) - med et unntak i tabell 2 — koker ned til samme
form:

0+ c-SE(0)

der c er en kvantil bestemt av den valgte konfidensgraden. Denne kvantilen er som oftest fra N (0, 1) -fordelingen og noen ganger fra
t-fordelingen (se situasjon 2 i tabell 1 (. Med konfidensgraden 1—«, er for eksempel ¢ =z, , (dvs a/2 -kvantilen i N(0,1)) i

situasjon 1 og 3 1 tabell 1 og i alle situasjoner i tabell 3.

Arsaken til at denne typen av KI er sa vanlig er at det ofte finnes teoremer (som for eksempel sentralgrenseteoremet og regel 5.20 og andre

A tilneermet

lignende) som viser at estimatoren 6 er tilnermet (1 noen f3 tilfeller eksakt) normalfordelt, & ~ N (6’,\/var(63)) =N(0,SE (é)) . Dette
inneberer (jfr. regel R1 i notat til kap. 5 om normalfordelingen) at

2) _ tilnaermet
0 ? ~ N(0,1)
SE(9)

(*)

(*) gjelder bare utvalgssterrelsen (antall observasjoner) ikke er for liten (se eksempel 1 under). Lovés viser side 226 hvordan utsagnet (*) leder
til konfidensintervallet formulert i regel 6.7. Dessverre er regel 6.7 ungdvendig snevert formulert hos Levas med fa anvendelser (det er f&

situasjoner der 6 er eksakt normalfordelt, men mange situasjoner der 6 er tilnaermet normalfordelt ). Vi blir derfor nedt til & gi en modifisert
reformulering av regel 6.7 for & gjore den mer anvendelig:



Regel 6.7 (Lovas side 225) modifisert. (Konfidensintervall basert pd normalfordelingen).

(a) Hvis estimatoren 6 er forventningsrett og tilncermet normalfordelt med standardfeil SE (é) , vil folgende intervall vaere et tilncermet
100(1—-a)% konfidensintervall for 6

(**)  [0-2z,, SE@), 0+2z,, SE@®)]

A

Hvis SE(Z) 1 (*) er eksakt normalfordelt, N(0,1), vil intervallet ha eksakt konfidensgrad 1-« (eller 100(1-a)%) .

(b)  Videregaende teoremer i sannsynlighetsteori viser at i situasjoner der standardfeilen, SE (é) = \lvar(é) er ukjent (dvs avhenger av ukjente
parametre i modellen) s vil under generelle betingelser konfidensintervallet fortsatt ha konfidensgrad tilneermet 100(1 — )% om standardfeilen

byttes ut med en estimert versjon. Med andre ord, utsagnet (*) - og dermed (**) - gjelder fortsatt om SE (9) na star for estimert standardfeil.

(a) begrunnes som i Lovas side 226 der den eneste forskjellen er at det forste likhetstegnet byttes ut med ~:

l-a= P(—ZW2 S%S za/zj =... som i Lovés side 226 --- = P(é—za/z SE(0)<0<6+z,, -SE(é))

(b) bygger pa videregéende sannsynlighetsteori (delvis tatt opp i Stat2-kurset og mye brukt i gkonometrisk teori) og som ikke behandles her 1
Statl.

Eksempel 1 (Basert pa oppgave 5.6 i Lovis med ny problemstilling). En spesialpedagog skal underseke leereevnen til n =900
tilfeldig utvalgte elever. I oppgave 5.6 antas at andelen av alle skolebarn (populasjonen) som har lerevansker, er p =0,15, altsa
kjent. Vi skal né 1 stedet anta at p er ukjent og at 0,15 er et estimat for p basert pd utvalget av 900 elever. Vi er interessert i & beregne
usikkerheten ved dette anslaget uttrykt ved et 95% konfidensintervall for p. For & komme noen vei, trenger vi en statistisk modell
for populasjonen og utvalgsmetoden.




Modell. La X veere antall barn med leerevansker i et rent tilfeldig utvalg pa n =900 elever trukket fra populasjonen av alle
skolebarn. Anta X ~ bin(n, p) der p er andelen av skolebarn i populasjonen med leerevansker og antas ukjent.

Merknad til modellen. Merk at utvalget er forutsatt representativt. Dette ligger 1 forutsetningen om at utvalget er “rent
tilfeldig” som ideelt sett (sjelden eksakt oppfylt i praksis, men ofte akseptabelt bra oppfylt) betyr at alle mulige utvalg pa
900 fra populasjonen har samme sannsynlighet for a bli trukket ut.

Anta at pedagogen fant 135 barn med lerevansker i utvalget. Tallet 135 er na & oppfatte som en observasjon av den stokastiske

. . . . . X . . A . ..
variabelen, X. Den vanlige estimatoren i denne modellen er p =—. Estimatet (dvs den observerte verdien p_, basert pad data) far vi
n

S . 1 . o . .
ved & sette data inn 1 estimatoren, p,, = % =0,15. Oppgaven er altsa a beregne et konfidensintervall for den ukjente p med

konfidensgrad (tilnermet) 95%:

Om estimatoren p vet vi folgende ut fra teorien som er etablert i kurset til na:
(a) p er forventningsrett.

[Begrunnelse: E([))zE(ij:lE(X):lnp:p ]
n) n n

(b) Standardfeilen for p er SE(p)= |22 (1-p)
n

[Begrunnelse: var(p) = var [zj = szar(X) = iznp(l -p)= r=p) . Dermed SE(p)=./var(p) = r=p) ]
n) n n n n

tilnaermet

(c) p er tilneermet normalfordelt, p ~ N(E(p),+/var(p))= N(p,SE(p)).



[ Dette folger av regel 5.20 som sier at hvis o = var(X) =np(1- p) =5 og p ikke er veldig nzr 0 eller 1, sd er X
tilneermet

tilneermet normalfordelt, X ~ N(E(X),+/var(X))= N(np,/np(1—-p)).Siden n =900, synes betingelsen klart
a veere oppfylt. Dermed kan vi bruke regel R1 (i notat til kap. 5) som viser at

. 1 tilneermet 1 1 1 _ .

p=rx - N(—-E(X), —-SD(X)j - N(p, M] = N(p.SE(H) ]

n n n n

p=p
p

ukjent. Dermed, nér n er stor nok (slik at var(X)=np(1— p)>5), vil i felge modifisert regel 6.7 (b) denne tilnermelsen fortsatt

vaere akseptabel om vi erstatter den ukjente standardfeilen med estimert standard feil r=p) . I trdd med notasjonen slik Lovas

n
(og Excel og STATA og andre pakker) bruker den, lar vi nd SE(p) st for den estimerte versjonen. Utsagnet (*) blir i denne

situasjonen dermed seende ut som

Av dette folger at den standardiserte p, , er tilneemet N(0, 1)-fordelt. Na er standardfeilen, SE(p ) ukjent siden p er

A_ N tilneermet
00 222 "N,
SE®) |p(l-p)

n

som gir et tilneermet (1-«)100% KI for p: D+ Za/2SE(15) =pt Zap p(-p)
n

Med ensket konfidensgrad 95% trenger vi kvantilen z, s =1,96, og konfidensintervallet blir utregnet som

5 41,96 | P07 Pi) _ 1541 0. /%:Qlﬁom:[o,n, 0,17]
n



Merknad 1. Usikkerheten ved anslaget p,, =0,15 er sdledes i dette eksemplet beregnet til £0,02 (generelt *z,SE ()). Vi ser

dermed at begrepet “usikkerhet” ved en estimering ikke er noen absolutt starrelse. Den avhenger ikke bare av utvalgssterrelse (n) og
populasjonsvariansen (her p(1— p) som er variansen for antall suksesser i et enkelt binomisk forsek), men ogsa av den subjektivt

valgte konfidensgraden!

Merknad 2.  (For a berolige leseren). Om du til eksamen blir bedt om & beregne et konfidensintervall som i eksemplet, trenger du
naturligvis ikke, om du ikke eksplisitt blir spurt om det, & komme opp med hele begrunnelsen ovenfor. Det vil vanligvis vare
tilstrekkelig simpelthen & velge riktig formel i forhold til den aktuelle modellen og & kunne sette inn tallene korrekt. Du kan
naturligvis ved tilleggssporsmaél risikere & bli bedt om & gjennomfoere deler av argumentasjonen ovenfor for aktuelle modell-typer
som omfattes av pensum.

2 Aktuelle modelltyper 1
En vanlig modelltype er uid-modellen (engelsk iid)

(1)  La X,,X,,...,X, vere uavhengige og identisk fordelte stokastiske (uid) variable med E(X,)=u og var(X,)=0",der uog o tolkes
som storrelser (som oftest ukjente) i en eller annen populasjon som data, x,,x,,...,x, trekkes fra.

— “r

Aktuelle estimatorer: =X og 6°=8"= %Z(X = X)? som begge er forventningsrette (jfr avsnittet under regel 6.2 og regel 6.13).
n—>=1,4

La a/2 -kvantileni N(0,1) - fordelingen betegnes med z, (slikat P(-z,,<Z<z,,)=1-a, der Z~N(0,1))
La a/2 -kvantileni ¢, - fordelingen betegnes med ¢, , ,,, (slikat P(~¢, ,,, <T<t, ) =1-a, der T ~t, ).



Merk at fordelingene ¢,_, og N(0,1) ligner pa hverandre: De er begge entoppet (klokkeformet) og symmetrisk rundt 0. Nér n er “stor” (dvs. =30

omtrent), er forskjellen neglisjerbar. For smd n er ¢,_, karakterisert ved litt tyngre haler enn N(0,1) og litt flatere kurve rundt 0 (jfr. figur 5.26
side 192 1 Lavés).

Tabell 1 Konfidensintervall for

Pivotal

Situasjon | Forutsetninger (modell) n o Standaifdf eil’| Estimert = 1-a KI Konfidens-
Jvar() standardfeil SE—(,&) for u grad
(1) 1 tillegg til forutsetningen o o X—u _ o Eksakt
: ilk&rli ' — — —F=~N(0,1 Xtz ,—
1 X, ~N(u, o), i=12,.,n | Vikarlig | Kjent ” N o/Jn 0.1) Fap T -
(1) 1 tillegg til forutsetningen o S X—-u _ S Eksakt
. ilkarli i = = ~1 X+t =
2 X ~N(u, o), i=12,..,n | Vilkarlig | Ukjent - N STl a2 - g
n ‘“stor”, _
Bare (1) der n>30 . o S X — pu tinermet - S Tilnaermet
— il _~ + el
3 X, er vilkérlig fordelt (tilned | Ukiont Jn Jn S/\n NO.D Xtz Jn -«
>20)
Bare (1) der . .
4 n liten | Ukjent Ikke pensum

X, er vilkérlig fordelt

Merknad 3. Uttrykket “pivotal” betegner en stokastisk variabel som avhenger av ukjente parametre 1 modellen - en variabel som
derfor ikke er observerbar - men som har kjent sannsynlighetsfordeling. Pivotaler er bl.a nyttige ved konstruksjon
av konfidensintervaller og tester.

Merknad 4. Siden ¢

n-1

nar n > 30.

-fordelingen er tilnermet lik N (0, 1) for n > 30, vil forskjellen mellom Kl-ene i situasjon 2 og 3 vare neglisjerbar




Tabell 2. Konfidensintervall for ° nar X, X,,....X, er uavhengige og normalfordelte med X, ~ N(y, o).

(Hvis en stokastisk variabel, V, er kji-kvadratfordelt (avsnitt 5.9.1) med k frihetsgrader, skriver vi kort: V ~ y;.
p-kvantilen i denne fordelingen kaller Lovas, y,, som er det tallet som oppfyller P(V > y,) = p. Noen kvantiler finnes i tabell D6.

Merk at kji-kvadrat fordelingen ikke er symmetrisk (jfr. figur 5.25 side 190 i Lovas) slik at vi trenger kvantiler 1 begge ender av
fordelingen for a utlede konfidensintervallet. Se merknad 6.)

Nedre Ovre
Modell n Estimator Pivotal konfidensgrense | konfidensgrense | Konfidensgrad
X,,X,,...,X, eruavhengige o -1S?
o viengiges | L L [ e @S (1=DS* | Eksakt
identisk fordelte (uid) Vilkarlig | 6* =S o’ —_— —_— -
med X, ~ N(u,0), i=12,...,n (Regel 5.22) Aaf> Hr-af2

Merknad 5. Har vi funnet et KI for populasjonsvariansen, o, kan vi lett finne et for standardavviket, o, ogsa. Hvis [4, B] er et
1—a Kl for o (slikat P(A<o’<B)=1-a),savilet 1—a Kl for o rett og slett vare gitt ved [\/Z, \/ﬁ]_ Dette
skyldes at begivenhetene (4 <o’ < B) og (\/Z <o <+B ) er logisk ekvivalente (og derfor like sannsynlige) siden

funksjonen y = Jx er en voksende funksjon av x. [lllustrer selv den siste setningen med et diagram over funksjonen y = Jx /.

Merknad 6. Utledning av konfidensintervallet for . (Jfr. avsnitt 6.3.4 i Lovis.) Sett V =(n—1)S*/c” . I folge regel 5.22 er V ~ y7 .

For kvantilene' y> . og 2, har vii felge definisjonen og det at kji-kvadratfordelingen er kontinuerlig,
1-a/2 al2

'Hvis generelt V er )(,f -fordelt (med £ frihetsgrader), er p-kvantilen i Levas definert som et tall, ofte skrevet ;(ﬁ , som oppfyller P(V > )([27) =p.



PV <yly)=1-PWV 2 g, ,)=1-P(V >z ,)=1-(1-a/2)=a/2 og PV >z,,)=a/2. Dermed blir (tegn figur)
P(Y o SV < 2,,)=1—a. Ved innsetting for V' far vi dermed

Q2 2
l—a:P /}//12—0(/2 Swgli/z :P 21 > O : > i =
o Tiap  (n=DS™ 2o

P[ﬂgﬂ]p(ﬂgﬂj

2 = 2 2 2
Xia)2 Xa)2 Ka)2 Ai-a)2

I den siste likheten har vi bare ordnet om pa ulikheten slik at den minste verdien kommer til venstre. Merk ogsa at den andre

likheten skyldes at nar man tar den inverse av begge sider av en ulikhet mellom positive tall, snur ulikheten rundt (for eksempel
4>2<1/4<1/2).

Regneeksempel. For de n =46 kvinneheoydene (detrene), y,,y,,...,»,, Vi samlet inn pa forelesningen 2. mars 2011, ble

estimatet for populasjons-standardavviket, o, lik 6, =S, = lZ:( y,—¥)’ =5.74065 . Vi ensker et 95% KI for o . Som modell

i=1
bruker vi (1) for de bakenforliggende stokastiske variablene, Y,,Y,,...,Y,, og antar i tillegg at de er normalfordelte,

Y ~N(u,0) for i=12,...,n. (Normalfordelingsantakelsen anses vanligvis for realistisk for heydemadlinger i homogene
grupper.)

Konfidensgrad 0,95, gir = 0,05 og a/2=0,025. Vi trenger alts kvantilene 7,5 08 Z,s i kilkvadratfordelingen med

n—1=45 frihetsgrader. Tabell D6 gir y;4,5=28,37 08 ¥, 05 = 65,41. Ut fra merknad 5 blir 95% konfidensintervallet for
o beregnet til

2 2
452S H 452S = S\/ 45 ’ S\/ 45 = [(0983)S’ (1 '26)S]oby - [4’ 76’ 7’ 23]
V Xo.025 V X0.975 obs 65,41 28,37 obs ‘
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Merk at estimatet 6,,, = 5,74 ikke ligger midt i konfidensintervallet (det er altsa storre usikkerhet til hoyre for estimatet enn til
venstre). Dette inneberer at begrepet standardfeil ikke kommer inn som noe nyttig begrep her (og blir derfor ikke brukt 1

forbindelse med estimering av & eller &), i motsetning til konfidensintervall basert pa normalfordelingen eller t-fordelingen
som ovenfor.

Merknad 7. Noen ganger finner vi ikke akkurat den fraktilen i tabellen vi er ute etter. For eksempel, anta vi hadde hatt n = 42 observasjoner
istedenfor 46. Da ville vi ha trengt J, 4,5 08 X505 1 kji-kvadrat-fordelingen med 41 frihetsgrader som ikke er representert i tabell

D6. 1 sé fall ser vi pa de to nermeste fordelingene som er representert:

Frihets- 15,975 X 02,025
grader

40 24,43 | 59,34
45 28,37 | 65,41

P4 gyemal ansldr vi for eksempel 7, 4,5=25,2 08 %05 =60,9 omtrent for 41 frihetsgrader?,

? “@yemélsmetoden” er fullt akseptabel til eksamen. Ellers ville linezr interpolasjon (ikke pensum) gi litt bedre resultat. Aller best er 4 bruke CHIINV-funksjonen i Excel
(dersom man har tilgang til Excel) som beregner de to kvantilene neyaktig til 25,2145... og 60,56057... henholdsvis.



3 Aktuelle modelityper 2

11

Tabell 3 Tilnaermet konfidensintervall basert pa regel 5.20 (normaltilnarming for binomisk, hypergeometrisk og
poisson fordeling)

Estimator Standardfeil Estimert Betingelse Pivotal Konfidensintervall
Modell 6 A standardfeil for akseptabel 0—0 ( konfidensgrad
0
\ var(6) SE(D) normal- SED) tilnermet 1-a)
tilncermelse 0+ Zaj2 SE(é)
- s X (-p) p(1-p) var(X) 25 b-p " : p(1-p)
X ~bin(n, p) =— PEP) = - ——= ~ N(0,)) + —c
P= " n (np(1=p)=5 | p(l-p)/n T,
_ _ 1’5 -p tilnaermet _ _
X ~ hypergeom. X p(l—p) N-n| [p(l—p) N—n S0-p) Non ~ N(0,D btz p(l-p) N—-n
(n,M,N) p=— n N -1 n N -1 Var(X)ZS . — “al2 n N =1
(p=M/N) " noo N
~ 2 > j: —  filneermet ~
X ~ pois(t4)° =X 4 4 var(X) 25 —— ~ N(0,1) A4z 4
t t ¢ (t1=5) u/t a2\ 7

* Husk at notasjonen X ~ pois(m) er valgt slik at det som star pa m’s plass alltid er lik £(X) (som ogsa er lik var(X) i poisson-fordelingen). Hvis det for eksempel i
en oppgave fremgér at X ~ pois(3,7), folger automatisk at £(X) = var(X)=3,7. Av modellen i tabellen folger sdledes at £(X) = var(X)=1¢A som impliserer at

A er forventningsrett siden E(/i) =F (ij = l E(X)=--t
t t t

A X 1 1
A = A . Variansen (lik kvadrert standardfeil) blir var(A) = var (—j =—var(X)=—-tl=—.
t t t t

A




12

Merknad 7 Merk at de tre Kl-ene i tabell 3 samt Kl-ene i situasjon 1 og 3 1 tabell 1 alle har den generelle formen angitt i regel 6.7 der SE star

for standardfeil eller estimert standardfeil dersom SE(é) avhenger av ukjente parametre. Unntak fra regel 6.7 er gitt i tabell 2 og
situasjon 2 under tabell 1. Argumentasjonen fra pivotal-utsagnet til konfidensintervallet er gitt i avsnitt 6.3.1. rett etter regel 6.7.

Merknad 8 I mange KI (jfr tabell 1 og 3) bruker vi altsd den estimerte versjonen av standardfeilen (i tilfelle standardfeilen er ukjent) nér vi
utleder et KI. Det er ikke pa noen méte opplagt at vi har lov til dette. Det er rimelig a tenke seg at en slik fremgangsmate ville
kunne gdelegge tilnermelsen til N(0, 1), noe som ville gjore konfidensgraden tvilsom. Det at vi ifelge modifisert regel 6.7 (b)
faktisk "har lov til” 4 erstatte SE med en estimert versjon uten & berere konfidensgraden vesentlig, er egentlig ganske
overraskende sett 1 lys av en ofte betydelig usikkerhet i estimeringen av o . For eksempel for kvinnehgydene 1 merknad 6 ble

konfidensintervallet for o [4, 76, 7,23] som indikerer en ikke ubetydelig usikkerhet Likevel vil etter regel 6.7 (b)
konfidensgraden for Kl-et for x ikke bli vesentlig berert om vi bytter ut o med 6 =S i standardfeilen.

4 Regresjonsmodellen

KlI-ene for ukjente parametre 1 den enkle standard regresjonmodellen med normalfordelte restledd folger samme mensteret som situasjon 2 1
tabell 1, med eneste forskjell at n—2 frihetsgrader benyttes 1 #-fordelingen istedenfor »—1 som 1 situasjon 2. KI-et har i alle tilfeller formen

n

0+t ,,,SE©0)

og konfidensgraden 1—« gjelder eksakt for alle n > 3. Det du trenger 1 tillegg er formler for 0 og SE (é) , som du finner 1 Lovés kap. 7, eller
regresjon-II —notatet pa nettet.
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